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Meddelande  frän  Lunds  Astroiiomiska  Obser 

No37 

Die  Rotation  der  Planeten  3Ierknr  nnd  \  enns. 

Von 

C.  V.  L.  CHARLIER. 

1.  Bekanntlich  ist  unsere  Kenntnis  der  Rotationsver- 
hältnisse der  beiden  sonnennahen  Planeten  Merkur  und  Venus 

sehr  mangelhaft.  Auch  über  die  Werte  der  Trägheitsmo- 
mente der  Planeten  und  über  die  Richtung  der  Hauptträg- 

heitsachsen weiss  man  so  gut  wie  Nichts.  Es  liegt  auch  in 

der  Xatur  der  Sache,  dass  die  Beobachtungen  schwerlich  zu- 
verlässige Werte  der  letztgenannten  Grössen  (die  Grösse  und 

die  Richtung  der  Trägheitsachsen)  geben  können,  da  die 

beiden  Planeten  von  den  Phasen  stark  verstellt  gesehen  wer- 
den.^ Es  erscheint  unter  solchen  Umständen  nicht  der  Mühe 

wert  die  Rotationsverhältnisse  dieser  Planeten  einer  mathe- 

matischen Analyse  zu  unterwerfen.  Es  gibt  indessen  eine 
eigentümliche  Art  der  Rotation,  die  von  der  Theorie  als 

möglich  hervorgehoben  wird,  die  aber  —  wie  es  scheint  — 
nicht  von  den  Beobachtern  in  Betracht  gezogen  worden  ist. 
Ich  will  diese  Rotationsart  hier  untersuchen.  Wenn  spätere 
Beobachtungen  zeigen  werden,  dass  diese  Untersuchung  nicht 
auf  die  Planeten  Merkur  und  Venus  ihre  Anwendung  finden, 
werden  wahrscheinlich  anderswo  im  Weltsystem  Beispiele 
dieser  Rotationsart  nicht  fehlen. 

^  Höchstens  könnte  man  erwarten,  dass  man  —  besonders  aus  photo- 
grapliischen  Beobachtungen  der  Vorübergängen  der  beiden  Planeten  über 
die  Sonnenscheibe  —  die  Dimensionen  der  Planeten  senkrecht  zum  Radius 
Vector  bestimmen  könnte,  obgleich  unten  aussereinandergesetzte  Gründe 
wahrscheinlich  machen,  dass  die  entsprechende  Abplattung  eine  äusserst 
geringe  ist.  i 

Arkiv  för  iiiafeinafik,   astroiiomi  ocJi   fijsik.      Bil    4.      N:o   23.  1 
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Iii  iiu'iiu'ii  \'<»rlt'sungen  iilx-r  die  Kotafinn  des  .Mondes 
habe  irli  ̂ 'o/rigt,  dass  bei  i/thnndeiK  r  h'otalion  drei  \'i'i'schie- 
dem-  Rotationstypi'H  vorkoinniiMi  k(Hinon.  Mämlkli 

1)  die  Achse  des  k-lcitusten  Trägheitsmomentes  ist  gegen 
den  ZentralUürper  gcriditet  und  die  Rotation  findet  um  die 
Achse  des  grö^ssten  Träglieitsmomentes  statt. 

Dies    ist    der    Fall,   der  beim  Mond  der  Krde  vorkonunt. 

'2)  Die  Achse  des  mittleren  Trägheitsmomentes  ist  gegen 
den  Zentralkörper  gerichtet  und  die  Rotation  findet  um  die 
Achse  des  kleinsten  Trägheitsmomentes  statt. 

In  diesen  beiden  Fällen  müssen  ausserdem  gewisse  Un- 
gleichheiten erfüllt  sein,  die  ich  an  a.  O.  abgeleitet  habe. 

Obgleich  die  Bedingungen  für  1)  oder  2)  nicht  erfüllt 
sind,  kann  doch  eine  gebundene  Rotation  vorkommen.  Diese 
Rotation  erscheint  aber  unter  den  Voraussetzungen,  die  den 

Untersuchungen  über  die  Rotation  des  Mondes  zu  Grunde 
liegen,  als    , 

3)  »unstabil»,  wogegen  die  unter  1)  und  2)  aufgefülirten 
Bewegungsformen  stabil  sind. 

Die  Unstabilität  rührte  daher,  dass  in  den  Variations- 
gleichungen, die  zu  einer  gewissen  partikularen  Lösung  des 

Rotationsproblems  gehören,  Exponentialgrössen  auftreten, 
welche  mit  der  Zeit  über  alle  Grenzen  wachsen. 

Eine  Bewegung  kann  aber  von  einem  Gesichtspunkte 

»unstabil»  erscheinen,  obgleich  sie,  von  einem  anderen  Ge- 
sichtspunkte betrachtet,  als  »stabil»  charakterisiert  werden 

kann.  Dies  ist  eben  mit  der  Rotationsform  3)  der  Fall.  Um 
sie  zu  studieren,  muss  man  einen  anderen  Ausgangspunkt 
wählen,  als  denjenigen,  der  sich  für  der  Mond  am  meisten 
angemessen  erwies. 

2,  Ich  benutze  dieselben  Bezeichnungen  wie  in  Meddel. 

N:o  31  (»Eine  neue  Methode  zur  Behandlung  des  Rotations- 
problems»). Anstatt  aber  die  Achse  z,  welche  den  Trägheits- 

moment C  entspricht,  mit  der  gewöhnlich  s.  g.  Rotations- 
achse zusammenfallen  zu  lassen,  wie  für  den  Mond  und  die 

Planeten  das  Einfachste  ist,  lasse  ist  die  im  Körper  feste 

c-Achse  mit  der  gegen  die  Sonne  gerichtete  Hauptträgheitsachse 
zusammenfallen.  Ich  nehme  an,  dass  die  Rotation  eine 

»gebundene»  ist,  und  da.ss  die  2-Achse  also  genähert  mit  dem 
Radius  Vector  des  Planeten  zusammenfällt.  Die  Bewegungs- 

gleichungen lauten 
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dui  _()H'     dui  _      <>H' 
^'  'dt~Jui'    lU~~Jai' 

{i=\,  2,  3) 
wo 

TTt       «^        7   «9  —  u":    .    .,  ,    al  —  u'.        „ 
//  =  .;^  +  «1  ̂ "^TT^  sin-  lij  +  ko    -    ̂       cos-  u^  + 

(2) d'A      3  .« 

+  ci^-^  —  ̂   ̂  [^•l  ̂   cos-  a  +  knB  cos-  p*] , 

wo  die  Werte  von  cos  a  und  cos  ß  in  Meddel.  N:o  33  an- 

geführt sind.^ 
Das  Problem  kann  in  dieser  allgemeinen  Form  behandelt 

werden.  Die  Bewegungsformen  können  aber  ziemlich  ver- 
wickelt werden,  und  es  scheint  angemessen  hier  einige  ver- 

einfachende Annahmen  zu  machen.  Würden  etwa  die  Be- 

obachtungen zeigen,  dass  dieser  Rotationsfall  wirklich  vor- 
kommt, kann  man  eine  umständlichere  Untersuchung  vor- 

nehmen. 

Ich  nehme  also  an,  1)  dass  der  Planet  sich  in  einem 
Kreis  um  die  Sonne  bewegt,  2)  dass  der  Winkel  0^  zwischen 
der  Zentralachse  und  der  Trägheitsachse  z  klein  ist,  3)  dass 
der  Winkel  £  zwischen  der  Zentralachse  und  der  Achse  der 

Ekliptik  nahe  gleich  90°  ist.  Endlich  nehme  ich  4)  an,  dass 
die  Trägheitsmomente  A  und  B  gleich  sind. 

Es  ist  dann  angemessen  folgende  neue  Veränderlichen 
einzuführen : 

ij   =  «2  .  '■!     'il   =  '^^1    +    ̂2  J 

(3)  b2  =  t^2  —  «i=«2(l — cosÖq);  »,2  =  —  ̂ <i      y 

^3  =  «3  ̂       «;,C03£  ;      »^3  =  ̂ 3     /v  =  w'3. 

Die  neuen  Veränderlichen  —  i",,  i\>,  £3,  r^,  r2>  ',3  "~  sind 
auch  kanonisch.  Die  Grössen  i.  und  £3  können  als  klein  be- 

trachtet werden. 

Da  nun  k^  =  k^  ist,  erhalten  wir 

'  Es  ist  in  (1)  u^ — /.  statt  u^  eingeführt,  weil  dadurch  die  Länge  /. 
des  Planeten  eliminiert  wird.  In  (1)  heisst  deswegen  die  dritte  Winkelver- 

änderliche u\,  die  gleich  u^ — /  ist.    Man  vergleiche  die  Formeln  (3). 
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wo  n  die  inittlcrc  Beuegnim  des  IMnnetcn  Ix'/cirliiu't,  iitul 

die  Masse  dos  Planeten  im  \'erli!lltnis  zur  ISonncnniasso  ver- 

nachlässigt wird.  Für  cos  ;'  hat  man  nach  Meddel.  \:o  '.VA 
den   \N'ert 

cos  y   ̂  sin  0^  [sin  u.  cos  ?«'.,  —  cos  v.,  sin  ?/.,  cos  {■]  — (5)  .         .       , 
-  cos  ̂ y„  sin  f  sin  ?/  3. 

oder 

cos  y  =  ly  sin  (f,,  [sin  {?/.,  —  «'3)  +  sin  (n.  +  n'^)  + 

+  (sin  {?<2  —  ''''s)  —  ̂ i"  (''2  +  ̂''3))  <^os  6]  —  cos  ̂ V^  sin  i  sin  ?/', 

=  ̂ ^  sin  ̂ ^0  [sin  (/^i  4-  /,o  —  r,)  +  sin  (r,  +  <,2  +  1,3)  + 

+  (sin  (*,,  ;-  /^,  —  /^3)  —  sin  {,^,  ̂  i;^  +  1^^))  cos  t]  — 

—  cos  fl„  sin  €  sin  »3. 

Es  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Differentialgleichungen 

(1)  offenbar  das  Integral 

«1  =  Konstans 

besitzen.  Hierdurch  lassen  sich  die  Bew^egungsgleichungen  auf 
2  Freiheitsgrade  reduzieren.  Für  den  hier  vorliegenden  Zweck 
ist  aber  diese  Reduktion  nicht  notwendig. 

Es    ist    indessen    vorteilhaft    noch    eine    Transformation 
auszuführen.     Wir  setzen 

(6) 

Da 

u  =  ̂^2  ̂2  cos  );2 . 

V  =  ̂^2  ̂'2  sin  /;2 . 

2i-2  =  4i-,  sin^g^Vo, 

4  i,  —  2  i'2  =  4  i\  cos^  ̂   6*0 , 
liat  man 
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:?  j  COS  (/q  =  ̂   j        ̂   2  5 

und  folglich 

■   ^7/^      r'  ̂ ^^  ̂'.1  "  ̂ s)  -  ̂^  t-os  (),i  —  r,)  + 

+  w  sin  (ti  -i-  »,3)  -r  t'  cos  (ri  —  Tg)  —  |^  (u  sin  (»^  —  i^)  -f 

si 

4-  i;  COS  {ii  —  r^)  —  u  sin  {r^  —  t^^)  —  v  cos  (rj  —  r^)   — 

-jl-|^j]/l-y  sin/,. 

cos 

<3' 

Dieser    Ausdruck    ist    genau  und  gilt  für  alle  Annahmen 

über    die    Integrationskonstanten.     Indessen    werden  wir  nun 
die  Grössen 

u         V  j  f  3 
^,  ^=  und  ̂  
n^  VI 

als  kleine  Grössen  betrachten  und  die  dritte  Potenz  derselben 

vernachlässigen. 
Man  hat  dann 

cos-  y  = 

=  T^  [^-  (sin'M',1  —  ',3)  +  sin-(';i  -  ̂ 3)  ̂   2  sin  (r,  —  r^,)  sin  (r,  r-  »,3)) 

-T-  v-{cos^{ri  —  r^)  --  cos^(ri  ~  rg)  +  2cos(ri  —  r3)cos(r,  —  r^)) 

-r2wv (sin   (/,!  —  Tg)—  sin(/^i  -r3))(cos(/i  —  ̂ '3)  +  cos(?^i  + j;3))] 

sin  T-  r 

— ^        u  (sin  (/,,  —  /,3)  -  sin  (r,  -  /,3J) 

-^  V  (cos(ri  • —  r^)  --  cos(r,  —  r^)) 

—  '/  {u  (sin  (r^  —  1^3)  —  sin  (r,  —  7^3)) 
si 

+  v\cos{r,  —  1-.)  —  cos {}],  -  r3))J 
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oder 

cos-  /  = 

=--  .  ..  \{i(-  •  V*)  (1  +cos2  »,,) 

—  (n-  —  v-)  1^^  cos  2  (»^,  — »,.,)  +  .,  cos  2  (/,,  ̂-  r,)  ̂ cos2;,,j 

+  «V  (sin  2  (»^,  —  »,,)  -i-  sin  2  (»,,  4  z^,)  +  2  sin  2  /^,) 

-('-S:~-l(2~2--^') 
(7) 

—  ̂/-'"       ̂'  (sin  ( ',  1  —  J/s)  -f  sin  ( »^ i  +  j^,) 

+  V  (cos  (»^1  —  »/a)  4-  cos  (/;,  +  »^3)) 

—  I?  (?/  (sin  (/^,  —  /,3)  —  sin  (»^^  -r  z^^)) 

+  V  (cos  (»^,  —  »,3)  —  cos (»;,  +  »js))   . 

Wird   derjenige   Teil   von    H',   der  nicht  mit  n-  multipli- 
ziert ist,  mit  Hq  bezeichnet,  so  hat  man 

(8)  ̂ 0=1^  +  ̂^  [i".  {y'   ■  V'-)  -  l  in'  +  v^y^  +  n^, 

und  dann  ist 

(9)  H'  =  H,  +  ̂̂   n'  (C  —  A)  cos^  / . 

In    der    ersten   Annäherung  werden  wir  das  zweite  Glied 

in  (9)  vernachlässigen. 
Unsere  kanonischen  Veränderlichen  sind 

i3,  ',3. 

Da    in    H^    weder  j,  noch  »^3  vorkommt,  hat  man  in  der 
ersten  Annäherung 
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i?i  =  Konstante  =  i" 

i",  =  Konstante  =  ig . 

Ans  den  Gleichungen 

du      OHr,    dv  <IH^ 

dt        ifv  '  dt  du 

findet  man  aber,  da  Hq  eine  Funktion  von  u-  +  v-  ist,  so  dass 

dv  du 

ist,  dass 

w2  4.  ̂ .2  _  Konstante  =  2 1^ 
ist. 

Wir  können  also  hier  zweckmässig  die  Veränderlichen 

bl)     :?2'     S3>     */lJ     '/2  '     *y3 

behalten,  so  dass 

$1       C  —  A  /.  .       1  ..A 

ist,  und  erhalten  zur  Bestimmung  von  r^ ,  r,  und  r,  die  Glei- 
chungen 

dr,_        ̂ ,       C~A, 
dt  C        AC    ̂ " 

drj^  _       C  —  A ~dt  ÄTC 

dr.~ 
— -  =  —  n 

dt 

(ii 

wo  für  |j  und  1^  rechter  Seite  die  konstanten  Werte  i"  und 
il  einzuführen  sind.  Die  Grössen  rj.  »3  und  »3  wachsen  also 

proportional  der  Zeit  und  zwar  verändert  sich  r^  sehr  lang- 
sam. Der  Winket  »^3  wächst  in  einer  Periode  gleich  der  üm- 

laufszeit  des  Planeten  um  360  \     Wir  können  also  schreiben 
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',1  =  ''i  '  ̂  C,  , 

'.3 

j',  r-  r^. 

(10)  ''3  =  —« 

ist. 

Für   ;/  und  r,  bekoinincii   wir  die  Ausdrücke 

u=  V 2  ̂"i  cos  {r.,t  fcj, 

v=  l'2y^  sin  (;',<  + Cj). 

Nach  der  Methode  der  Störungstheorie  können  nun  die 

Glieder,  die  vom  zweiten  Teil  von  H'  herrühren,  berück- 
sichtigt weiden.     Wir  setzen  also 

w   O)      .:,     /  C. 
•^i  —  ?  J  — '  M  > 

(11) 
>,i=  i'it  +  Ci  +  J  tj. 

Die  »Störungsfunktion >>,  die  wir  mit  H^  bezeichnen,  hat 
dann  den  Ausdruck 

3 

H^  =  ̂   n-  {C  —  A)  cos-  7. 

Zur  Erhaltung  der  secularen  Glieder  bezeichnen  wir  den 
von  kurzperiodischen  Gliedern  unabhängigen  Teil  von  H^ 
mit  [//j].     Es  ist  dann 

(12)  \H,]=-ln^{C-A)i^^.  Ij^, 

welche  Gleichung  zeigt,  dass  in  i'i,  i\  und  B3  keine  sekidaren 
Störungen  aujtreten.  Dagegen  werden  die  Grössen  r,,  r,  und 

i]^  kleinen  sekularen  Störungen  unterliegen.  Im  Besonderen 
wird  für  rg 

(13)  [_7,,3]  =  ̂iMC-.4)|4« 

Ausser  den  sekularen  Störungen  kommen  periodische 
Störungen    vor,    die  ich  hier  nicht  näher  untersuchen  werde. 
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Ich  will  zunächst  die  Form  der  Ausdrücke  für  die  EuLER'schen 
Winkel  bestimmen.  Da  hier  tyO^,  hat  man  nach  Meddel. 
N:o  3L  Formel  (25) 

ff  '  n,  =  -  u,  ̂   ̂   {-  iy  +  '^-y.\ 

ip  +  n. 

sm  SU. 

sinsw,; 

_V 
s 

+  ̂ '(-1 
y.i  sm  SU; 

Sehen    wir  von  den  periodischen  Gliedern  ab,  so  ist  also 

(14) 
r/  =  —  U^  —  Uo , 

Man  hat  aber  nach  (3) 

w,  =  — 

l  =  y^^nt-^c-  180°, 

wo  nt  -  c  die  mittlere  Länge  des  Planeten  bezeichnet.  Von 
den  sekularen  Störungen  abgesehen  ist  aber  nach  dem  Obigen 

',3  "^         WE  —  C3, 

so  dass  mithin  nach  (14) 

(15)  ti' =  Konstans 

ist.  Folglich  hat  die  Rotationsachse  2,  unter  den  gegebenen 
Voraussetzungen  eine  unveränderliche  Lage  im  Raum.  Die 

sekularen  Störungen  bewirken  indessen,  dass  der  Winkel  ̂ p 
langsam  um  den  Wert 

(16) 

wächst. 
nHC-Ä)^^J 
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Wir  sind  also  zum  JSchluss  gckomnu-n,  dass  unter  den 

gemachten  Vtnaussf^t/unjien  0^,  klein.  /  nahe  gleich  90°  — 
keine  (jebii)i(lefu'  Jiolalion  rorkomnun  htnii.  Es  sei  dann,  dass 

der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Trägheitsmomenten  (' 
und  A  so  gross  ist,  dass  der  Koeffizient  v(ni  t  in  (10)  mit 

der  mittleren  Bewegung  7i  des  I*laneten  vergleiclihar  sei,  was 

aber  für  ilie  betreffenden  Planeten  als  lii"»chst  unwahrschein- 
lich betrachtet  W(>rdeii  niuss. 

3.  Statt  der  Bedingungen  2)  und  :\)  oben  nehme  ich  nun 
an,  dass 

2)  der  Winkel  (f,,  zwischen  der  Zentralachse  und  der  Träg- 

heitsachse 2  —  welche  vom  Anfang  an  gegen  die  Sonne  ge- 

richtet ist  —  nahe  gleich  90°  ist; 
2)  dass  der  Winkel  f  zwischen  der  Zentralachse  und  der 

Achse  der  Ekliptik  klein  ist. 

Die  Rotation  findet  dann  hauptsächlich  um  eine  zur 

Ekliptik  senkrechten  Achse  statt;  ausserdem  ist  eine  lang- 

same Drehung  um  die  gegen  die  Sonne  gerichtete  z-Achse 
vorhanden. 

Ich  führe  nun  die  neuen  Veränderlichen 

i'i  =  «2 ;  »;i  =  w,  —  ii's , 

i*2  =  «1  =  «2  cos  Oq  ;  )]2  =  Ui , 

^3  =  «2  +  «3  =  «2(1  —  COS  t);     /^,  =  u'3  =  u.^  —  / , 

ein,    welche    Koordinaten    auch  kanonisch  sind,  wie  man  am 

leichtesten  mit  dem  PoiNCARE'schen  Kriterium 

kontrollieren  kann. 

Wir  setzen  wie  vorher 

und  erhalten 

(18)        ̂ o=|^-^^(ri-ii)  +  n(^-3-^-j, 

(iV)  H^  =  ̂^n-^C  —  A)  cos'"/. 
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Zuerst  betrachte  ich  die  Gleichungen 

d  ii      (fH(,^    d  t]i  _      0  Hq 

dt  ~  ()r^i  '    dt  (l'ii 
0'  =  1,  2,  3), 

welche  für  ̂ i,  i.  und  i.  konstante  Werte  geben,  und  für 

';i>  '/2»  ';3  lineare  Funktionen  der  Zeit.  Wir  schreiben  dem- 
nach die  Lösung  in  der  Form 

i:       to  .  c:       iro  .  t       iro  . 

'/i  =  i'it  +  c^;  r^o  =  ̂ 2  ̂  +  Ca ;'  *,3  =  ''s  ̂  +  ̂3  5 

und  zwar  ist 

v^  = 

AC    ̂ " ^3  =  —  W  . 

Nach  Meddel.  N:o  31  Formel  (26),  die  hier  für  6  <  ̂„  zur 

Anwendung  kommt,  hat  man  bis  auf  periodische  Glieder 

(19)  \ 

Wenn  die  z-Achse  gegen  die  Sonne  gerichtet  bleiben  soll, 

so  muss  in  der  ungestörten  Bewegung  —  */'  =  A  ±  90°  sein 
und  folglich  darf  »^j  kein  sekulares  Glied  enthalten,  sondern 

muss  um  ±  90°  schwanken.  Die  Integrationskonstante  i'"  muss 
also  die  Gleichung 

er       A 

befriedigen,  so  dass  /^j  ±  90°  klein  bleibt. 
Es  fragt  sich  nun  ob  beim  Hinzuziehen  des  Störungs- 

glieds H^  die  Grösse  >;i  klein  bleiben  kann. 

Zunächst  ist  der  Ausdruck  für  cos"^  y  durch  die  Veränder- 
lichen ^i  und  iß  zu  bilden. 
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.Man   hat 

cos 
cose 

sin  (m,  —  Un)  + 
1  —  cos  E 

sin  («2  +  w'a) 

—  cos  ̂ y,,  sin  i-  sin  //'j, 

woraus 

cos*;'  =  sin-^y„ 
'/ 1  +  cosi\-  /] l  +  COSi\-  /l         1  -  ,  ,  ..     , 

1  —  COS  f\- 1\         1 

+  .^sin-6  sin  {Un —  n\)  sin  («,  +  «'3) 

—  sin  Og  cos  r^o  sm  ̂      ■ —   (cos  [u^  —  2  «3)  —  cos  u^)  + 

1  —  COS£  ,  ,  ^     /  V  \1 
H   2   (—  cos  (Wo  +  2  w  3)  +  cos  Mj) 

+  cos-  0^  sin-  f  sin-  ̂ t's . 

Es  wird  sich  empfehlen  die  Veränderlichen 

p  =  V2Ss  cos  j;3 , 

g-  =  1/2  §"3  sin  r3 
ein  zuführen. 

Man  hat  dann 

.  >     1  —  cos  €  „  o 

.  ,.     1  +  COSf         ^  ..  .     „    ,       ,, 

4^1   2   =  4ii  — (;>-  +  r)> 

4  ̂^j  sin^  e  =  (4  i",  -  {}/-  +  q'-))  {p'  +  q') . 
Weiter  ist 

cos öo==|^;  sinÖo  =  \/l-||, 

und 

Uj   -=%  +  1]3 

u\  =  1?, 
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Man  erhält  dann 

cos 

Werden  die  Gliede  dritter  Ordnung  vernachlässigt  und 

wird  auch  cos  /^,  als  eine  kleine  Grösse  betrachtet,  erhält 
man  hieraus 

(20)  cos;'  =  sinr.— -^  +  -^ -1       '  ̂1 

Es  ist  also  bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung 

cos^/  =  sin^  >;,-&  +  -!= 

Für  H'  erhält  man  der  Ausdruck 

(21) H'  ̂ lfj+^^{-^l-r.)  ̂   n(\{if-  +  q-^)-^,]  + 

+  ̂^nHC-A) 

^-(r#l 
sm- ) ,  — 

Die  Bewegungsgleichungen  lauten  dann 

id'^,  OH' 

(22) 
dt 

<^ra 

=      3n-{C  —  ̂ )  sin  /  j  cos /^i , 

dt~       r>i,  Ä
'^'' 

(22*) 

dt 
=         0 

dH' dr,_     .ilH_      C  —  A'^,   ,  {C  —  A)i^,  ,  j_ 

dt-      dl-  A      C'^^''        §,       ki'^  VI 
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('2-2**) 

dp 

iU dq 

,1t 

l^-.'   l^-. ./// 
''/' 

"  /'• 

\\  IV  si't/.i'ii   nun 

(23)  ,;,  =.90°-t-//, 

so  dass  die  CJleiohungon  für  i",  und  //  lauten,  wenn  die  IkWic 
ren  Poteii/en  von  y  vernachlässigt   werden. 

(24) 

dt d„ 

dt 

?,n-{C--A)y. 

-j  +  n, 

welclu-  ( iU'ichuniren  die  Integrale 

|,^.-.i„(»-[/^)r.«). 

(25 

besitzen. 

Die  Bewegung  ist  stabil,  wenn 

A>C 

ist,  d.  h.  icrnn  der  Planet  gegen  die  Sonne  verlängert  ist. 
^lan    findet    weiter,    dass  if,  einer    konstanten   Wert  hat. 

Die  Gleichungen  für  p  und  q  lauten 

(26) 

dp 

dt 
dq 

dt 

.^      HC-A).      ^ A 

[C-A)    ,^ 

^       VAn 

=  —  np. 

Wenn  die  Konstanten  /,{/,,  h^,  g.,  lu  in  geeigneter  Weise 

bestimmt  werden,  haben  die  Integrale  dieser  Gleichungen 
die  Form 
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j9=  g^  COS  {)'i  +  h). 

q  =  f  +  g2  sin  {)'t  +  h). 

Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  erhalten  wir  die  Glei- 
chungen 

A       j 

3{C—A)\ 

^''^  H'-'^4^]-''''-A^V±^' 

(28) \rg,  +  n[l-         ̂  
\ng,+  vg. 

Die  Gleichung  für  r  ist  also 

3{C  —  A) 

V=-" 

0 

oder 

(29) 

)' ,  n  1 1 n, 

=  0. 

Z{C  —  A) 

Der  Wert  von  v  ist  reell  und  nahe  gleich  n,  p  schwankt 

zwischen  den  Werten  —  g^  und  +  gi,  q  zwischen  /  —  g^  und 
f  +  gn-  Wir  können  g^  und  h  als  die  Integrationskonstanten 
betrachten.  Der  Wert  von  /  wird  aus  (27)  erhalten  und 

für  gr,  erhält  man  die  Gleichung 

(30)  ff^--}9^■ 

Weiter  bekommt  .man 

p2  +  g2  _  2  i'j  =  p  +  g\  cos-  {i't  +  h)  +  gl  sin^  ( rt  +  h)  + 

+  2  fg,  sin  {)'t  +  h), 

welche  Gleichung  zeigt,  dass  i",  und  aucli  e.  zwischen  end- 
lichen und  zwar  engen  Grenzen  schwanken.  Die  Zentral- 

achse Zg  bleibt  alst)  in  der  Nähe  der  Achse  der  Ekliptik. 
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Für    dir     l"]ri  i.Ksclnii     Winkel    7     und     »''    li;it    ni.iii,    von 

|M'rio(lisrluMi   ( Jlicilii  n   .■ili<_'(>tli(ii,   dir   Au-^drücUc 

7  "1  =^  — ',a. 

'/'  v.  —Vs  '--'■       ',1  —  ̂•• 

nie  (irösso   *,   scliw  aiikl    nach  CJ.'i)  luid  {'2'>)  um    <lir,    Weit 

90^  und   man   hat    vcn   pi'iiddixhcn   (dicdcrn   ahücschcn 

_</'  =  /.  — 90°, 

so  dass  die    I-Jotation   irchundcn    und   stal)il    ist. 

Was  ;,   l)ctrirt't.   so   liat    man   nach   (21'*) 

(31 )  —fp=  j^,  =  i\t  +  c.  +  h  cos  ( rt  -I-  //) , 

wo 

(3,*)  «_      4U-6')|,      Zn{A-C)     f 

(31**) 

3  «  (.4  -  C)     g. 
A  V        VA, 

Die  (Tfösse  r.  gibt  uns  die  (Geschwindigkeit,  mit  welcher 

der  Planet  sich,  immer  mit  gebundener  Rotation,  um  den 
Radius  Vector  dreht.     Da 

in  ■■=  «2  cos  Og 

und  fl^,  einen  nahe  konstanten  \\'ert  in  der  Xähe  von  90°  hat, 
so  ist  ifo  klein.  Dasselbe  können  wir  nach  (27)  in  Bezug  auf 

den  Wert  von  /  annehmen,  und  da  in  r^  ausserdem  die 

Differenz  A  —  C  zwischen  den  Trägheitsmomenten  als  Faktor 
vorkommt,  so  muss  die.se  Drehung  eine  sehr  langsame  sein. 

4.  Eine  Vorstellung  von  der  genäherten  Grös.se  der  Dif- 
ferenz A  —  C  könnte  man  vielleicht  aus  der  Theorie  der  Gleich- 

gewichtsfigur rotierender  Flüssigkeiten  erhalten.  In  der  Mem. 

de  l'Aoad.  de  Montpellier  1849  hat  Roche  die  Gleichgewichts- 
figur eines  Planeten  (und  Satelliten)  mit  gebundener  Rota- 

tion untersucht.  Er  hat  dabei  folgende  Werte  für  die  Haupt- 

achsen erhalten,^  wo  ich,  wie  oben,  annehme,  dass  die  Achse 
c  gegen  die  Sonne  gerichtet  ist 

'  Man  vergleiche  Tisseraxd  Mec.  cel.   II  3.   115. 
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c  —  a      oma^      4  (ö  —  a) 
(32) 

a  m'  r^  a 

wo  )n  =  Sonnenmasse,  m'  =  Masse  des  Planeten,  r  =  Radius 
der  kreisförmigen  Planetenbahn  mn  die  Sonne.  Es  ist  dabei 

vorausgesetzt,  dass  die  Figurachse  a  senkrecht  zur  Ekliptik 
steht,  so  dass  keine  Drehung  des  Planeten  am  den  Radius 
Vektor  stattfindet.  In  unserem  hier  behandelten  Fall,  muss 

a  =  b  gesetzt  werden,  und  die  RocHE'sche  Untersuchung  fin- 
det keine  direkte  Anwendung.  Ich  werde  indessen  die  An- 

nahme machen,  dass  die  Formel 

(32*)  ^~^       ̂ *'*^' 
a  m'  r^ 

einen  genäherter  Wert  für  die  Gleichgewichtsfigur  des  flüs- 
sigen Planeten  gibt,  auch  wenn  eine  Drehung  um  den  Radius 

Vektor  stattfindet. 

Der  Quotient  a:  r  ist  gleich  dem  scheinbaren  Radius  des 

Planeten  von  der  Sonne  aus  gesehen.  Ist  q  gleich  dem  schein- 
baren Radius  des  Planeten  von  der  Erde  aus  gesehen,  wenn 

der  Planet  sich  in  Konjunktion  mit  der  Erde  befindet,  so  ist 

a       1  —  r 

r  r     ̂ ' 

Ich  nehme  für  Jlerkur  (?-  =  0.3S7)  den  LEVERRiER'schen 
Wert 

an,    und  für  die  Venti.s  (r  =  0.7  2  3)  den  HARTWio'schen    Wert 

^^=8".83. Man  hat  also 
für  Merkur: 

a        ,, 
-  =  5   .29  =  0.00002.571  , r 

für  die   Venus: 

=  3".3  8  =  0.0000164  1  . 

Arktv  für  iiuiteiitutik-,  afttronot/ii  o.  fi/sik-.     Bd.   4.    }\:o  23.  2 
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Si't/t    man   weiter  mit    lv\('Ki.iM> 

1» 

in 

\)  7(1(1  (KM). 

uiul  iiaeh   Li:vKi; tu  KU 

VI 

III 

4  l(t  UOtl, 

so  erliält    man 

fiif   Mr)f:iir: 

(UkI    f'"i:-  '^'''     r.  >»'/v 

^   ^=   10-«   X    0.SJ4, a 

'"-    —  --==  10-"  X  O.'M..; . a 

Die  Ai)})lattiing  der  beiden  Planeten  sollten  also,  unter 

tler  tjeniachten  Voraussetzung,  dass  die  RocHE'sche  Formel 
liier  Anwendung  findet,  und  dass  die  Gleichgewichtsfigur 

eines  flüssigen  Planeten  auch  auf  den  festen  Planeten  ü])er- 
t ragen  werden  kann,  eine  .sehr  geringe  sein.  Zwar  wissen  wir 
aus  den  entsprechenden  Zahlen  für  den  Mond,  dass  diese 

theoretische  Abplattung  in  der  A\'iiklic']ikeit  viel  vergrössert 
wird  (beim  ̂ lond  ung.  20  Mal).  Wir  können  immerhin  als 
wahrscheinlich  annehmen,  dass  die  tatsächliche  Abplattung 

der  Planeten  eine  sehr  geringe  ist,  um  so  mehr  da  die  Be- 
obachtungen keine  Abplattung  angedeutet  haben.  Hierbei 

muss  man  zwar,  wie  schon  bemerkt,  in  Betracht  ziehen,  dass 

die  Verlängerung  dieser  Planeten  gegen  die  Sonne  sehr  schwierig 
ist  aus  den  Beobachtungen  zu  finden. 

Da  a  —  c  als  Faktor  in  rj  (^1)  vorkommt,  können  wir 
schliessen,  dass  die  Drehung  der  Planeten,  wenn  sie  überhaupt 
vorkommt,  sehr  langsam  vor  sich  geht. 

5.  Fasse  ich  die  obige  Untersuchung  zusammen,  so  habe 
icli  also  folgende  Resultate  erhalten: 

1)  Die  flutwirkende  Kraft  der  Sonne  auf  die  beiden  Pla- 
neten Merkur  und  Venus  ist  viel  geringer  als  die  entsprechende 

Wirkung    der    Erde    auf    den    Mond.      Es    liegt    daher   keine 
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zwingende    Gründe    vor    bei   diesen  Planeten  eine  gebundene 
Rotation  anzunehmen. 

2)  Wenn  indessen  bei  diesen  Planeten  (oder  bei  einem 

derselben)  gebundene  Rotation  vorkommt  —  was  nicht  aus- 

geschlossen ist  —  so  kann  diese  entweder  so  beschaffen  sein, 
wie  bei  unserem  Monde,  so  dass  die  Rotationsachse  eine  im 

Körper  und  im  Räume  nahe  unveränderliche  Lage  einnimmt; 
oder  es  kann  gleichzeitig  mit  der  gebundenen  Rotation  eine 
Drehung  um  den  Radius  Vektor  des  Planeten  stattfinden.  Die 
Lage  der  Rotationsachse  ist  dann  zwar  im  Raum,  nicht  aber 
im  Körper,  nahe  unveränderlich. 

3)  Die  Drehung,  welche  im  letzteren  Falle  stattfindet, 

geschieht  äusserst  langsam,  so  dass  eine  volle  Umdrehung, 

um  den  Betrag  von  360°,  erst  nach  vielen  Umläufen  des  Pla- 
neten um  die  Sonne  vollendet  wird.  In  den  Ausdrücken  für 

die  Rotationselemente  kommen  zwei  mit  Integrationskonstan- 

ten multiplizierten  Störungen  vor,  von  denen  die  eine  lang- 
periodisch ist,  die  andere  eine  Periode  hat.  die  unbedeutend 

kürzer  als  die  Umlaufszeit  des  Planeten  ist. 

Trvokt  den  2^  iuni   1908. 

Uppsala '^OS.     Almqvist  &  Wiksells  Bokcryckeri-A.-B. 
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